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Introduction 



Nous avons vu au chapitre 1 que des experiences ont mis en evidence les ondes de 
matiere confirmant ainsi l’hypothese de L. de Broglie : 

"A toute particule de matiere est associee une onde" 

Nous avons note par x F(r,t) la valeur de cette onde au point ret a l’instant t et nous 
avons vu (chap. 2) que x P(r,t) doit etre une superposition d’ ondes planes, denomme 
"paquet d’ondes". Cette description satisfait pleinement aux conditions imposees pour 
etre une onde associee a une particule. En effet, La theorie quantique interprete v F(r,t) 
comme une amplitude de probabilite de presence de la particule au point ? et l’instant t. 
autrement dit : 



d 3 (P(r,t) = |'P(r,t)| 2 d 3 r 

represente la probabilite de trouver la particule a l’instant t dans le volume infinitesimal 
d 3 r entourant le point r . 

Comme la probabilite totale de trouver la particule en un point quelconque de l’espace 
est, a tout instant, egale a 1, on doit avoir : 

JJj d 3 (P(r,t) = 1 soit §|'P(r,t)| 2 d 3 r = l Vt 

Cette integrate est finie (done convergente), v F(r,t) est dite une fonction de carre 
sommable. 

Ici, la valeur de l’integrale vaut 1 : v F(r,t) est une fonction normee a l’unite. 



Remarque importante : Si 'F(r,t)n’est pas normee a 1, telle que : 

j]j| v F(r,t)| 2 d 3 r = N ou N est une quantite finie, il suffit alors de definir la fonction 

¥(?,!) 



o(f,t) = 






pour disposer d’une fonction normee a l’unite. 



On conclut done que : 

L'onde associee a une particule materielle est representee par une fonction 
de carre sommable, e'est-a-dire pour laquelle I'integrale ci-dessus 
converge. 



Dans ce chapitre, nous allons etudier ce type de fonction et introduire de nouvelles 
notions. 
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I. ESPACE DES FONCTIONS D’ONDE 



2) Considerations generates 

❖ L’ ensemble des fonctions de carre sommable possede la structure d’un espace 
vectoriel denote f \ 

Si HA?,t) e $ et <T>(f,t) e J et k,p e C => leur combinaison lineaire e jF cad : 
FHA?,t) + p®(?,t) est aussi de carre sommable. 

❖ L’espace 5 est muni d’un produit scalaire : 

A tout couple ®(?,t) et HA?,t) e J et pris dans cet ordre . correspond un nombre complexe, 
note (®, X P) et appele produit scalaire de ® par H? Ce nombre vaut par definition : 

(0,¥)=JJ|0*(r,t) W,t) d 3 r 

ou ®* est l’expression conjuguee de ®. 

Ce nombre possede les proprietes suivantes : 

- Linearite a droide : (®, A, 'Pi + pHA ) = X (®, 'Pi) + p(®, HA) 

- Antilinearite a gauche : (X®i + p® 2 , H*) = X* (® 1; 'P) + p* (® 2 , H^) 

- Symetrie hermitique : (®, 'P) = ('P, ®)* 

3) Bases orthonormee - Relation de Fermeture 

a) Base discrete 

Soit un ensemble de fonctions Uj(r) de jTreperees par un indice i entier (i=l,2,.„, n,...). Cet 
ensemble est dit discontinu ou discret et le note {uj (?)} ; nous avons omis le parametre t pour 
alleger l’ecriture. 

> {uj (r)} est orthonormal si : (Uj , u j ) = |||u* (?) u j (?) d 3 r = 8jj 

8y est le symbole de Kronecker, egal a 1 si i=j et a 0 si i^ j 

> {ui(?)}constitue une base si toute fonction 'P(?)peut se developper sur les Uj(?)de 

maniere unique, soit: HA?) = ^Cj Uj(?) ; les c; sont des nombres complexes qui 

i 

constituent les coordonnees (ou les composantes de HA?) ) sur la base des Uj(?) • II est 
evident que : 

ci = (ui,^) = JJJ u. (?) HA?) d 3 r 

Nous allons etablir une relation, dite relation de fermeture qui va exprimer que les Uj (?) 
constitue une base. 

Pour cela, rappelons la definition de la distribution 8 de Dirac : (Pour plus de detail sur 
cette notion, voir complement a la fin de ce chapitre). 

8 (x) se comporte comme une "fonction" presque partout nulle sur R sauf en x=0 ou elle 
n’est pas definie en tant que fonction. 8 peut etre defini par les relations suivantes : 

J cp(x') S(x — x') dx' = (p(x) et S(x - x') = 0 si x * x' 

que l’on peut generaliser a trois dimension, soit : 
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JJJ(p(r') S(F-r') d 3 r' = (p(r) et S(F -r ') =0 si r r ' 

5 est done une distribution qui fait correspondre a une fonction sa valeur en un point 
donne. 



En adoptant ces relations, on peut ecrire : 

^(r) = X c i u i( ? ) = Z( u e' F ) u i( ? > = XjJJ d3r ’ <(F) v F(F)u i (F) 
i i i 

= jjj d 3 r' ¥(?) X Ui (?) u* (?)= JJJ d 3 ? V(F) f(F,r) 

i 

Ceci montre que la fonction f(r',r) s’identifie a la fonction de Dirac S(F-F') (8 est une 

Z — ► ^ ► , i 

Uj(r) uj (?') = 8(F-r ') 
i 

Ainsi, un ensemble {uj(r)} forme une base orthonormee de si les deux relations 
suivantes sont satisfaites : 

■ (Uj,Uj) = 8jj e’est la Relation d’ Orthonormalisation (en abrege : R.O.) 



Z i ^ , , 

Uj(F) Uj (r ') = 8(F -r ') e’est la Relation de Fenneture (en abrege : R.F.). 



> Le produit scalaire de ® par *F s’ecrit done : 
avec O(F) = ^bj Uj(F) et 'F(r) = ^Cj Uj(r) 

i j 

=^(0),T)=xS b I c j l!K© u j© d3r= ZE b * c j ( u i’ u j) = EE b * c j 5 r 



i j 



i j 



i j 



Soit : (®,T)=jV q 
i 

En particulier : ( V F, V F) = / c. c i=^| c i| =1 si 'E(r) est normee a l’unite. 



b) Base continue 

Plus generalement, on peut choisir un ensemble continu de fonctions w a (r) oil a est un 
indice continu parcourant R. |w a (?)} est base orthonormee si : 

• (w a , w a -) = JJJ w* (r) w a >(r) d 3 r = 8(a-a') = R.O. 

r * 

• I w a (?) w a(?) da= 8(F-F) = R.F. (L'integrale sur a peut etre simple, double ou triple) 



Cette derniere relation exprime que toute fonction v F(r) peut etre developpee sur les w a (r) ; 
soit : 

'P(F) = Jc(a) w a (F) da avec c(a) = (w a , v P) =|||w a (r) *?(?) d 3 r 
Le produit scalaire de ® par 'F s’ecrit dans ce cas : 

(O, 1 ?) = Jda b* (a) Jda' c(a') JJJ w* (r) w a >(r) d 3 r 
= Jda b*(a) Jda' c(a') 8(a-a') 

===> (®, V F)= Jda b*(a) c(a) 
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Exemples : 1) L’ensemble des fonctions d’onde plane : Vp o (?) = (inti) 3/2 
2) L’ensemble des distributions de Dirac : 8^ (?) = 8(? - 15 ) 

On montre que chacun des ensembles forme une base orthonormee done verifie la R.O. et la 
R.F. En consequence, on peut ecrire : 

* { V Po (f) }" => 'f'CO = JJJ <P(Po) v p 0 (f) d 3 po=( 2 Jt*)' 3/2 JJJ (p<Po) e +1 P° r/fi d 3 p 0 (i) 

avec <p(Po) = ( v p 0 •'*') = llffVpo (?)]* YU) d 3 r = (2 ti/))‘ 3/2 Y(r) d 3 r (ii) 

L’integrale (ii) est dite transformee de Fourier direct de v F(r) , soit : <p(po ) = TF v F(r) 

L’ integrate (i) est dite transformee de Fourier inverse de (p(p 0 ) , soit : x ¥(v) = TF cp(p 0 ) 

On dit que (p(p 0 )et ¥(?) sont transformee de Fourier (TF) l’une de l’autre. 

• { 5 ?, (?)}"==> ^00 = JJJ <K%) 5r 0 (?) d3 Po= JJ/Wb) 5(?-^)d 3 r 0 

avec (KR)) = (S^ , 'F) = j]JS(?-^) T(?) d 3 r = ¥(%) 

A noter que dans ce dernier cas, les composantes (^(fy) de v F(r) s’identifient toutes a la valeur 
de la fonction 'F au point r () . 



Terminons ce paragraphe en resumant les principaux resultats : 





Base discrete {uj (?)} 


Base continue {w a (?)| 


R. 0. 


(uj , u j ) = 8jj 


(w a ,w a -) = S(a-a') 


R. F. 


^ u i(?) u*(f) = 8(?-?') 
i 


| w a (?) w* (?) da= 8(? - ?) 


Decomposition 


T / (?) = ^c i Uj (?) 
i 


¥(?) = |c(a) w a (?) da 


Composantes 


c i = (Uij'F) = JJJ u j (?) ¥(?) d 3 r 


c(a) =(w a ,T) =JjJw*(?) T(f) d 3 r 


Produit scalaire 


(0,T)=jV Cj 
i 


(®, V F) = Jda b*(a) c(a) 


Carre de la norme 


(W) =X| c i| 2 

i 


(vp,vj/) = J da c(a) 2 



A noter que l’integrale sur a peut etre simple, double ou triple. 
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II. NOTATION DE DIRAC. VECTEUR-KET. VECTEUR-BRA. 

1. Representation et notion de ket 

Quand on choisit une base pour decomposer une fonction ¥(?) appartenant a % on dit que 
l’on choisit une representation. Nous avons vu que la fonction d'onde V F(Y) associee a une 
particule peut aussi bien etre representee par : 

- ses "coordonnees" Cj sur la base discrete { u j (r)j ===> Representation discrete: [i] ; 

- ses "coordonnees" ^(i^) sur la base continue |§ rf) (r)| ===> Representation position: [7 q] ; 

- ses "coordonnees" (p(p 0 ) sur la base continue | Vp Q (r)j ===> Representation impulsion [p 0 ] . 
A noter que les representations [ i : q ] et [p 0 ] sont connectees par transformation de Fourier. 

Les coordonnees Cj, (p(p 0 )et v } / (i^)sont done des descriptions equivalentes dans des 

representations differentes d'un meme etre mathematique a savoir la fonction d'onde. On peut 
"oublier" que notre point de depart est la fonction v F(r)et considerer que Cj, (p(p 0 ) et v F(ij)) 

sont les composantes dans trois bases differentes d'un meme vecteur appartenant a un espace 
abstrait ^ , (espace vectoriel de Hilbert). Nous nous retrouvons dans une situation analogue a 

celle que l'on connait bien avec l'espace ordinaire R , a savoir : un vecteur V bien defini peut 
etre represente par un ensemble de trois nombres qui sont ses coordonnees par rapport a un 
systeme d'axes defini a l'avance. Si Ton change de systeme d'axes (passage de coordonnees 
cartesiennes a des coordonnees spheriques par exemple), au meme vecteur correspondra un 
autre ensemble de trois coordonnees. II est bien connu que la notion de vecteur geometrique et 
le calcul vectoriel permettent de s'affranchir de la reference a un systeme d'axes, ce qui 
simplifie considerablement les formules et les raisonnements. 

C'est une demarche de ce type que nous entreprenons en disant que tout etat 
quantique d'une particule est caracterise par un vecteur d'etat appartenant a l'espace vectoriel 
S, que nous appelons espace des etats du systeme. II est important de souligner que 

l'introduction des vecteurs d'etat et de l'espace vectoriel des etats n'apporte pas seulement une 
simplification du formalisme; elle permet aussi sa generalisation. En effet, il existe des 
systemes physiques dont la description quantique ne peut pas se faire a partir d'une fonction 
d'onde. C'est le cas d'une particule quand on tient compte d'une de ses proprietes qui n'a pas 
d'equivalent classique, a savoir le spin. Cet aspect tres important sera etudie en detail dans 
niveau superieur. 

En mecanique quantique, on utilise la notation | *F \ pour ecrire un vecteur de 
l'espace ^ des etats et selon Dirac, le vecteur 'E^)est appele un vecteur-ket ou tout 
simplement un ket (ici ket "psi"). 

De ce point de vue, la fonction v F(f)elle-meme n’est qu’une composante de | 
dans une representation appelee representation de Schrodinger (en notantr au lieu de r () ). La 

mecanique quantique formulee dans cette representation constitue la mecanique quantique de 
Schrodinger ou mecanique ondulatoire et que nous avons developpee au chapitre precedent. 
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Une representation etant choisie, le ket | V F^> appartenant a ^ s'ecrit sous forme d'une 
matrice a une colonne: 



dans [i] 



dans[r 0 ] 



dans [pg] 





c 2 








9(Po) 


1*)= 


c i 


|T> = 






'P(Po) 




v ; 




V y 




L v 



2. Produit scalaire et notion du vecteur bra 

Dans l'espace ^ , on definit le produit scalaire, (| ®) , | , du ket | O) par le ket | 'P) 

et selon Dirac ce produit s'ecrit : ( ( t ) | x P) ou la notation (O designe un vecteur appartenant a 
un autre espace vectoriel note ^ * (dual de £,). (O | est appele vecteur bra ou tout simplement 

bra (ici bra "fi"). A tout ket on fait correspondre un bra; ce dernier est caracterise, dans une 
representation donnee, par une matrice a une ligne dont les elements sont complexes 
conjugues des composantes du ket associe: 



dans [i] 

ft 

!>?>-> (q,c* 2 ,.. 



dans [ 1 

ft 



dans [p 0 ] 

ft 



1 9 



.) w (ib),..., *p ($)....) ; (...,cp (p 0 ), cp (Po)-O 



Entre les bras et les kets, on a la correspondance : 

|vp> <=========> <vp| 

IA X P> = AI V P> <=========> </AFl = a*<M j I 

l^ v P+p«D>= Xl v P> + plO> <=========> <)dP + p®l = ^*<^1 + p*«Pl 

ou A et p sont des nombres complexes. 

Effectuons le produit au sens matriciel d'un bra <dd par un ket PP>, par exemple 
dans la representation [i] ou l®> est represente par ses composantes bj et !¥> par ses 

composantes cj : 



<01^ = (bj\b 2 , 



bi 



1 ’ 



fr. \ 



C 1 



c 2 



Ci 



t>i Cj + b 2 c 2 + + bj cj + 




c i 



V- J 
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Ce produit s'identifie done au produit scalaire des fonctions d'onde ®(r) par V F(?) ; soit : 

<®I V F> = (O , Y) = HI ®*(r) x F(r) d 3 r 

Ce qui justifie que l'on peut transporter toutes les proprietes obtenues pour le produit scalaire 
des fonctions d'onde au produit matriciel d'un bra par un ket a savoir : 

linearite a droite pour le ket, antilinearite a gauche pour le bra et la symetrie hermitique ; cette 
derniere s’ecrit done : <®I V P> = < V PI®>*. 

La notation <®I V P> peut done s'interpreter comme : 

- le produit scalaire dans l'espace jF des fonctions d’onde ®(r) et 'F(r) , soit : (® , V F); 

- le produit scalaire du ket l®> par le ket !¥>, soit: (l®>, !¥>); 

- le produit matriciel du bra <®l par le ket l®>, soit : <®I V P>. 

Le symbole < I > s'appelle "braket" (crochet) d'ou l'origine de l'appellation bra pour la partie 
gauche < I et ket pour la partie droite I > du symbole. 

Avec ces considerations on a done : 

Cj = (uj , V F) = <Uj I ¥> pour le cas discret et 

c(a) = (w a , 'F) = < w a I V F> pour le cas continu. 

Ainsi Cj (ou c(a)) s'interprete comme le produit matriciel du bra <Ujl (ou du bra < wj) par le 

ket \W>. 

Si l'on definit une base discrete J I uj> } constitute par une suite discrete de kets luj>, un 
vecteur IT> s'ecrit : 

l v F> = Ej Cj luj> 

et, pour la base continue {lw a >}, on aura : 

!¥> = |c(a) |w a ) da 

Dans les exemples precedents des deux bases continues, position et impulsion, on 
adopte, pour des raisons de simplification d'ecriture, la notation : 

| 5 J j ) > = l^> et lVp Q >= lp 0 >. 

Le developpement d'un ket lH i > s'ecrit done : 

^ dans la base position {li()>} : l^> = |io)d 3 r 0 avec Y(r 0 ) = (r 0 | *¥) 

S dans la base impulsion {lpo > } : |||(p(po) |po) d 3 po avec cp(p 0 ) = (pol^) 

De ce point de vue, la fonction 'F(r) elle meme s'ecrit < r I V F> et peut s'interpreter ainsi : 

• 'F(r) est une composante de l'F> dans la representation position [r], appelee aussi 
representation de Schrodinger; 

• ou la projection du vecteur l'F> sur le vecteur I r > de la base { I r >} ; 

• ou encore l'ecriture du vecteur ket l'F> dans la representation de Schrodinger. 
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En conclusion, on peut dire que : 

• A toute fonction d'onde de carre sommable appartenant a on fait correspondre un vecteur- 
ket appartenant a l'espace des etats ^ . Ce vecteur est represente par une matrice unicolonne. 

• A tout vecteur-ket (note l v F>), on associe un vecteur-bra (note <'Pl) represente par une 
matrice uniligne et a elements complexes conjugues . 

• Le produit matriciel d'un bra par un ket <Ol'F> s'identifie au produit scalaire (® , V F) des 
fonctions d'onde correspondantes. 

III. OPERATEURS - COMMUTATEURS 
1. Definitions et proprietes 

Un operateur, A, est un etre mathematique qui a tout ket l v F> appartenant a ^ fait 

correspondre un autre ket lcp> appartenant a ^ . C'est done une application de \ dans : 

|vp> > A IT> = lcp>. 

• A est un operateur lineaire si : 

A ( X IT> + pl®>) = X Al^> + p Al®> ; X et p sont des complexes. 

• Somme : (A + B) l v P> = A IT> + B IT> 

• Produit : (AB) l'P> = A (B W>) 

• Autres proprietes : 

A(BC) = (AB)C ; (A+B)C = AC+BC ; A(B+C) = AB+AC 



On con§oit done que faction du produit AB sur l v P> ne donne pas en general le meme resultat 
que l'action du produit BA sur l'P>. C'est pourquoi on definit le commutateur de A et B que le 
note [A,B] et est egal a : AB - BA. 

Si [A,B] = 0, done AB = BA ; on dit que A et B commutent. 

II est facile d’etablir les proprietes suivantes : 

[A, B]= -[B, A] 

[A, B+C]= [A, B] + [A, C] 

[A, BC]= [A, B]C + B[A, C] 

[AB, C]= A[B, C] + [A, C]B 

[A, [B, C]] + [B, [C, A]] + [C, [A, B]] = 0 (Identite de Jacobi) 

De meme, on peut demontrer par recurrence la relation suivante : 

r -| n-l . ^ 

A,B n = Yj B p [A,B] B n_ P _1 avec net's 
L J P = 0 

qui s’ecrit, si B commutent avec [A, B] e'est-a-dire si : [B, [A, B] ] = 0 : 



A,B 



n 



n[A,B]B 



n-l 



avec n 



K 



* 
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2. Representation d’un operateur 

• Etant donne une base, un operateur A est represente par une matrice carree dont les 
elements sont : 

■s < Ujl A luj — Ay dciiis lc cas discret \ {IUi>} 

S <w a lAlw a >> = A(a,a') dans le cas continu : {lw a >} 
i et a indices ligne; j et a' indices colonne. 

On voit done que les elements de la jeme colonne de la matrice representant A est constitue 
par les composantes dans la base { du transforme A lllj> du ket de base lllj>. 

• Soient l v F> et l®> deux kets appartenant a le nombre complexe <®lAl v F> est 
appele element de matrice de A entre lcD> et l v F>. 

Enposant l®> = Ej bj luj> et l v F> = Ej cj luj>, cet element peut s’ ecrire : 

<®IAI'F> = Ij Ij bj* cj <Uj I A luj> = Sj Ej b * cj Ay 
De meme dans le cas continu, on aura : 

<0 1 Al v F> = || da da' b*(a') c(a) A(a,a') 

<®lAl v F> est done un nombre que l’on obtient en multipliant dans l’ordre la matrice 
colonne representant le ket l v F> par la matrice carree representant l’operateur A et ensuite par 
la matrice ligne representant le bra <® I . 

3. Operateur adjoint de A 

• Soit A un operateur lineaire agissant sur les elements de on designe par A + 
l'operateur adjoint de A defini par : 

<®l A + I'F> = (<¥1 A l®>)* l®> et IT> e \ 

• Dans une base, la matrice representant A + est done la transposee conjuguee de la 
matrice representant A dans cette base. Par exemple dans { luj >}: 

j j ;!; •!; 

Ay = <ujlA luj> =(<ujlAluj>) = Aj j 

• Si Al v P> = Icp > ===> < (pi = < V FIA + . 

En effet, quelque soit luj > appartenant a ^ , on a : 

^ ^ j j 

< cpluj > = < uj Icp > = < uj I A l v P> = < V FIA luj > ===> < cpl = < V FIA . 

• On peut etablir sans difficultes les proprietes suivantes: 

(A + ) + = A ; (EA) + = E* A + ; (A + B) + = A + + B + et (AB) + = B + A + . 
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• Avec la notion de A + , on peut etablir l'adjoint d'une expression quelconque contenant 
tous les symboles utilises en notation de Dirac. Pour cela, il suffit de remplacer : 
le ket par le bra associe, 
le bra par le ket associe, 
l’operateur par son operateur adjoint, 
le nombre complexe par le nombre complexe conjugue 
et inverser l'ordre d'ecriture de ces symboles (la place des nombres n’a pas d’ importance). 

4. Operateur inverse. Operateur unitaire 

• A 1 est un operateur inverse de A si : 

AA 1= A ^ A = l ou 1 est l'operateur identite; (operateur qui ne modifie pas le ket 
auquel on l'applique : 1 l x P> = l x P>). 

Dans ces conditions, si Al x P> = lcp> alors l x F> = A ^ lcp> 

(puisque A ^ l(p> = A ^Al x P> = 1 l x P> = l v P>). 

• A est un operateur unitaire si : 

AA + = A + A = 1 c'est a dire si son adjoint coincide avec son inverse. 

Un tel operateur ne modifie pas le bra-ket, done la norme d'un ket. 

5. Operateur hermitique 

Un operateur A est dit hermitique s'il est identique a son adjoint, soit A = A + ou 
encore: <®l A l v P> = (API A l®>) V l®> et l v P> e ^ 

Exemple : l'operateur projecteur sur l'etat l(p> defini par : P^ = lcp> <(pl . 

Remarques : 

• Une combinaison lineaire a coefficients reels d'operateurs hermitiques est hermitique. En 
effet : 

+ sfc H - % -|- 

(XA + pB) =1 A +p B =A,A + pBsiAetB sont hermitiques et X et p sont reels. 

• Le produit de deux operateurs hermitiques n'est hermitique que si ces operateurs 
commutent. En effet : (AB) + = B + A + = BA qui n’est egal a AB que si [A,B] = 0 



6. Fonction d’un operateur 



Soit F(x) une fonction indefiniment derivable. La serie de Taylor associee a F s'ecrit 

+00 

f n x n OU f n = 

n! 



F ( X )=Z f n xI1 oilf n = 7i 

n=0 






(= Coefficients de la serie). 



■v3x n ) x=0 

Soit A un operateur lineaire quelconque. L'operateur F(A) est defini tel que : 
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+oo 

F(A)=£f„A" 

n-0 

n 

A est l’operateur qui correspond a n applications successives de l’operateur A. 
Par exemple, l’operateur F(A)= e A est defini par : 

+00 



; A = y AV 1 + A1 A 
n! 2! 3! 

n=0 



A n 

n! 



II est evident que si A est hermitique, F(A) est hermitique. 
Par ailleurs, on a : 



. e A e B * e B e A 



A B A+B 



• e e ^ e mais e e = e 



A a B A+Bo 

p zz p P+- 






(formule de Glauber ) 



IV. R.O. et R.F. EN NOTATION DE DIRAC 
1. Ecriture des relations 

❖ Relations d'orthonormalisation 

Sachant que le braket s’identifie au produit scalaire des fonctions associees, on 
aura done : 

•f Pour un ensemble discret {lup} est orthonorme si : < ujluj > = Sjj . 

•f Pour un ensemble continu {lW a >} est orthonorme si : <W a lW a >> = 8(a-a'). 

♦♦♦ Relations de fermeture 

• Cas discret: { luj>} est base ===> l v P>= Sqcpup avec cj = <Ujl'P> 

===> !¥> = <Ujl^> lup = (2q lup <Ujl) !¥> par consequent : 

Ij lup < Ujl = (operateur identite). 

• Cas continu, { I W a >} constitue une base, done 

===> !¥> = jda c(a) lw a > = Jda <w a l v P> lw a > = Jda lw a > <w a l v P>; 

soit: | da lw a > <w a l = 1 (L’integrale peut etre simple, double ou triple) 

Ces relations, dites de fermeture, expriment done que la somme des operateurs projecteurs sur 
l'espace des etats (engendre par les lup ou/et les lw a >) est egale a l'operateur identite, qui ne 

modifie pas le ket auquel on l'applique. 

Remarque : II faut savoir que ces relations ne sont que des traductions de celles etablies 
precedemment dans Ainsi, les relations etablies dans ^ peuvent etre obtenues a partir de 

celles de ^Fet vice versa. 
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2. Exemples des bases position et impulsion 

• Les ensembles j|r)} et j|p)} constituent des bases orthonormees, done satisfont a la 

R.O et la R.F., soit : 



r r’) = 8(r — r ’) 


et 


JJJd 3r |r){f| 


p p') = 8(p-p') 


et 


JIKp IpKpI 



• La decomposition d’un vecteur ket l x F> sur la base position j| r^j s’ecrit : 

l x F>= 1PF>) = JJJ d 3 r |r)(r|'F) 

Avec (r| v F> = (6 f , 'P) = JjJdV 8(r - r ') ^(r ') = 'PC? ) 

Ainsi, il devient claire que la fonction d’onde 'P(f) n’est autre que : 

Z lacomposante du vecteur ket l v F> dans la base j|r)} ; 

Z ou tout simplement la projection du vecteur l v F> sur le vecteur |?^ de la base j|r^j ; 
Z ou encore, l’ecriture du vecteur l v F> dans la representation position [r ] . 

II en est de meme pour cp(p) = (p| v P)qui traduit la projection du vecteur l x F> sur le 
vecteur de la base impulsion j|p)j . A rappeler que : cp(p) = TPF(r) 

• Les composantes du ket |p^> dans la base position s’ecrivent : 

(f I p) = (8f , Vp ) = (2 %hf 2 JJJ 8(r-F) c" ; ' d 3 r' 

==> (r | p) = (2ns)’ 3 ' 2 e'P m = (jj|r>* 

Ce nombre permet de passer d’une base a l’autre, en effet : 

(r|Y) = (F | 1 |'P)=jJJ d 3 p (r|p)(p|'P) soit : 'P(r) =(27ih)" 3/2 JJJ d 3 p e 1 /h cp(p) 
Inversement : 

(p| x R) = (p| ||¥)=JjJd 3 p (p | r> (r | V P) soit : cp(p) =(27rh)“ 3/2 JJJ d 3 r e _1 P‘ r//z 'R(r) 

3. Les operateurs Ret P 

Les operateurs positions X, Y, Z et impulsions P x , P y , P z sont definis respectivement dans les 
representations { |?) } et { |p) } par : 

<r| X I'F) = x <r|T> <p| P x j'P) = p x <p|'F> 

<r | Y |'R) = y <r|T) et <p P x |¥> =p y (pI'P) 

<f | Z | X R) = z <f|T> <p P x =Pz(p| v P> 

X, Y et Z sont consideres comme les "composantes" d’un "operateur vectoriel" position note 
R et il en est de meme pour les composantes P a (a=x,y,z) de 1’ "operateur vectoriel" 
impulsion, note P . 

En representation [r], la manipulation des operateurs X, Y, Z est simple. Par exemple 
1’ element de matrice((p| X | V F) s’ecrit en introduisant la R.F. entre (cp et X : 

<(p|x|'F>- <cp| lX|'P) = j]]‘d 3 r ((p|f)(f|X | v P)=J||d 3 r(p*(f)x v P(f) 
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De meme, 1’ element de matrice pour P x s’ecrit : 

<cp| P x I'F) = HI d 3 r (cp| ?)<? | P x ("P) = JJJ d 3 r cp*(r) <r | P x \*¥) 

On peut montrer que : (en utilisant les formules des transformations de Fourier) 

i i h d — 

(r P x l F) = — — — 'P(r) qui traduit Faction de l’operateur P x en representation [ r ]. 

1 OX 

II en est de meme pour P y et P z de telle sorte qu’on peut ecrire : 

(r | P \¥) = y V'F(r) = -i/?V v F(r) 

Ainsi, en representation position l'operateur P coincide avec l'operateur differentiel — iflW 
applique aux fonctions d'onde 'F(r) . 

Des relations precedentes, on peut facilement deduire que : 

[X, P x ] = ih 1 et de fa§on generale : 

[ R a , Pp ] = ih 1 8 a p alors que [R a , Rp] = [P a , Pp] =0 
avec a,p = x, y, z et R x = X, R y = Y, R z =Z. 

A noter que ces commutateurs ne dependent pas de la representation puisqu’on a le meme 
resultat quelque soit la representation. 



Y. VECTEURS PROPRES & VALEURS PROPRES D UN OPERATEUR 
1) Definitions 

Soit A un operateur et l v F> un ket. Nous dirons que l¥> est vecteur propre de A si la 
transformee de l v F> par action de A est un vecteur proportionnel a l v F>; soit : 

A l v F> = X FF> (a etant un nombre a priori complexe). 

On dit alors que X est une valeur propre de A et FF> vecteur propre associe a cette valeur 
propre X. L'equation Al v F> = X FF> est appelee equation aux valeurs propres de A et 
l'ensemble des valeurs propres constitue ce que l'on convient d'appeler le spectre de 
l'operateur A; il peut etre soit discret, soit continu, soit en partie discret et en partie continu. 

Afin de distinguer entre les diverses vecteurs propres de A, on utilise un indice n qui 



affecte aussi les valeurs propres correspondant et l'equation aux valeurs propres se note: 

A !¥„> = V !¥„>. 

Si a une valeur propre donnee A n , correspond un seul ket propre (a un coefficient de 
proportionnalite pres), A n est dite une valeur propre simple . Si par contre un nombre g n 

superieur a 1 de kets propres lineairement independants (c'est a dire dont aucun ne peut etre 
ecrit sous forme d'une combinaison lineaire des autres) sont associes a la valeur propre A n , on 

dira que A n est une valeur propre degeneree, son ordre de degenerescence etant egal a g n . 

Dans ce cas on rajoute un autre indice, p, pour distinguer entre les differents vecteurs propres 
associes a la meme valeur propre et l'equation s'ecrit done en general: 

A l'Pn,p> = A, 

Notons enfin que dans ce cas, on pourra par combinaison lineaire des g n kets propres 
lineairement independants engendrer tout un sous-espace vectoriel, de dimension g n , de kets 

qui sont tous kets propres de A pour la valeur propre A n . Ce sous-espace, note ^ n , est dit 
"sous-espace propre" associe a la valeur propre A n . 
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2) Recherche des valeurs propres et des vecteurs propres d'un operateur 

Soit { luj>) une base orthonormee dans ^ que nous supposerons de dimension finie N 

(i=l,2,3,...,N). Alors tout ket l*F> peut s'ecrire : 

IT> = Sj Cj lup 

avec Cj = < UjbP> et Ij I u j> < Uj I = (relation de fenneture). 

Dans cette base, l'operateur A est represente par ses elements de matrice: 

< ujl A luj > = Ay. 

L'equation aux valeurs propres de A s’ecrit : A l v F> = X l'F>. 

En la projetant sur les differents kets I up de la base, nous aurons : 

< ujl A l v F> = X < ujl^ = X Cj 

Inserons la relation de fermeture entre A et l v F> : 

£j < ujl A luj > < uj l v F> = X Cj 

soit : Ej Ay cj = X Cj 

ou encore : Ij ( Ay - X Sjj ) cj = 0 

Nous avons la un systeme de N equations lineaires et homogenes, les inconnues etant les 
coordonnees cj du vecteur propre l v F>, en nombre egal au nombre N d'equations. Ce systeme 

n'aura de solutions (en dehors de la solution triviale ou tous les sont nuls) que si le 



determinant des coefficients s'annule; soit : 

Ajj -X A 12 A 13 A 1N n 

A 21 A 22 _?l A 23 A 2N 

det A 31 =0 



V A N1 A N2 A NN _ ^J 



Les valeurs propres cherchees sont done les diverses racines de l'equation en X (dite "equation 
caracteristique" ou encore "equation seculaire"). 

Consequences : 

■S On peut obtenir des racines simples ou multiples. 

S Pour une valeur donnee de X, on resout l'equation matricielle (A) (cj) = X (c j ) ou (A) est 
la matrice representant A dans la base des I up et (c j ) la matrice colonne dont les 
elements sont les composantes a determiner. 

■S La matrice representant A dans la base des vecteurs propres de A est une matrice 
diagonale dont les elements sont les valeurs propres: chaque valeur propre apparait un 
nombre de fois egal a son ordre de degenerescence; d'ou le nom de diagonalisation de 
l'operateur A donne a cette operation. 
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3) Observables - E.C.O.C. 

a) Observable : soient A n et l® n > valeur et vecteur propres d'un operateur A. On dit que A 

est une observable si : 

i) A est hermitique. 

ii) L'ensemble des vecteurs propres l® n > de A constituent une base orthonormee 
dans l'espace des etats. 

La condition i) implique que les valeurs propres A n de A sont reelles. La condition ii) 
entraine que les l® n > verifient les relations d’orthonormalisation (<O n lO m > = 5 n m ) et de 

fermeture ( ^|® n )(® n | =1). 
n 

b) E.C.O.C. (Ensemble Complet d’ Observables qui Commutent) 

Soient A, B, C,... des observables, on dit qu’elles fonnent un Ensemble Complet 
d’ Observables qui Commutent (en abrege E.C.O.C.) si : 

i) A, B, C,. . . Commutent deux a deux 

ii) La donnee des valeurs propres a n , b m , c q , ... de A, B, C, ... respectivement 
suffit de determiner de maniere unique (a un coefficient multiplicatif pres) un 
vecteur propre commun aux observables 

La notion d’observable et celle d’E.C.O.C. sont tres utiles en mecanique quantique. Comine 
on le verra dans le prochain chapitre, c'est avec une observable qu'on representera une 
grandeur physique mesurable. Les E.C.O.C. permettent en particulier de connaitre l’etat d’un 
systeme apres avoir effectue une mesure sur une grandeur associee a ce systeme. 

4) Theoremes fondamentaux 

♦♦♦ Theoreme 1 : 

Deux kets propres d’un operateur hermitique correspondant a deux valeurs propres 
differentes sont orthogonaux. 

♦♦♦ Theoreme 2 : 

Si deux operateurs A et B commutent et si l v F> est un ket propre de A, alors Bl'P> est 
aussi ket propre de A associe a la meme valeur propre. 

♦♦♦ Theoreme 3 : 

Si deux observables A et B commutent et si l x P 1 > et l v F 2 > sont deux vecteurs propres de 

A de valeurs propres differentes, alors 1’ element de matrice <'L] IBIHL> est nul. 

♦♦♦ Theoreme 4 : 

Soient A et B deux observables, 

Si [A , B] = 0, alors il existe une base orthonormee de l’espace des etats constitute par 
des kets propres communs a A et B. 

La demonstration de ces theoremes sera traitee pendant une seance du corns ou des T.Ds. 
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COMPLEMENT - Distribution de Dirac ou "fonction" 8 

On fait souvent appel en physique a la notion d'objet ponctuel (masse, charge 
electrique, etc..). La densite de masse p(x) (ou de charge electrique) d'un tel objet n'est pas 
une fonction au sens usuel. En effet, cette "fonction" est partout nulle sauf en un point donne, 

alors que son integrale n'est pas nulle et nous donne la masse de l'objet : JJJ p(r) d 3 r = m . 

La "fonction" 8(x), introduit par Dirac est l'etre mathematique qui permet de decrire 
une telle densite ou distribution. Sa theorie rigoureuse a ete elaboree par Schwartz dans le 
cadre de la theorie des distributions. 

On adopte volontairement la monoclature et le formalisme habituel aux physiciens et 
on definit 8(x) comme une fonction ayant les proprietes suivantes : 



400 



|<p(x)£(x-x 0 )dx = <p(x 0 ) Vq> 

—00 

et 8(x - x 0 ) = 0 si x^x 0 



soit a 



3 dim. 



HI <p(r) 8(f - tfl)d 3 r = (p(j Q ) 
[ et S(f — = 0 si f ^ f 0 



S(r — r 0 ) etant la "fonction" definie dans l'espace a trois dimensions: 

8(r - %) = 8(x - xq) 8(y - y 0 ) 8(z - z 0 ) 

En particular, pour <p(r) = 1 et f () = 0 on aura : JJJ f>(r) d 3 r = 1 et 8(f) = 0 si f ^ 0 

II est evident que le symbole integrale n'a pas ici du tout le sens d'une integrale de 
Reimann etant donne les proprietes de la fonction 8(f) . En effet, 8(f) n'est pas une fonction 
mais une distribution qui fait correspondre a une fonction sa valeur en un point donne. 
Intuitivement, la distribution 8(f) se presente comme le cas limite d'une fonction partout nulle 

sauf dans un petit intervalle entourant le point r = 0 ou elle presente un pic tres etroit et tres 
eleve de fa§on que son integrale sur l'ensemble R soit egale a 1 . 

Exemples de fonctions tendant vers S(x) : 

1) y E (x) = l/S pour Ixl < S /2 
y g (x) = 0 pour Ixl > S /2 

S est un nombre positif tres petit. 

Soit F une fonction definie en x=0; 

Sa variation dans l'intervalle [-8 /2,S /2] etant negligeable; 

===> } F(x) y e (x) dx = F(0) 1 y e (x) dx = F(0) 
soit y s (x) — > 8(x) quand 8^ 0 
sin(x Is) 



y e (x) 



1/8 



- 8/2 0 8/2 



2) y e (x) 



71 X 



pour Ixl <8 et y s (x) = 0 pour Ixl > 8 



Cette fonction permet d'obtenir une representation integrale de S(x). En effet : 

, . + 1/8 +00 
lsm(x^) = J_ (• e , kXdk 

" 2jt J 

- 1/8 



n 



x 



8(x) = y- | e ikx dk 



3) Fonction gaussienne : y 8 (x) 



1 



2, 2 

-x /e 



8V7I 



On demontre sans difficultes les proprietes suivantes : 

S(-x) = 8(x) ; x8(x) = 0 ; lclS(cx)=S(x) ; 8'(-x) = - 8'(x) ; x8'(x) = - S(x) 



X 



(Pour plus de details, voir : Cohen-Tannoudji : page 1460 et Basdevant : page 381 ). 
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